Matematicas aplicadas a las CCSS 2 - Derivadas

[ Tabla de Derivadas
Funcion Derivada Funcién Derivada
y=k y'=0 - -
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— arct p_ 1 _ r_ f(x)
y = arctgx Y =112 y = arctg f(x) Yy =1 ¥ f(x)2




Matematicas aplicadas a las CCSS 2 - Derivadas 2

[ Propiedades de la derivadas ]

Supongamos que f(x) y g(x) son funciones derivables y sea k un namero real. Entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

1. La derivada de un namero real por una funcién es el nimero por la derivada de la funcién:
y=kf(x) =y =kf'(x)
2. La derivada de una suma o de una diferencia es la suma o la diferencia de las derivadas:
y=fx)+8(x) =y = f(x)+5'(x)

y=f(x)—g(x) =y = f(x) —¢'(x)

3. La derivada de un producto es igual a la derivada de la primera funcién por la segunda sin
derivar, mds la primera funcién sin derivar por la derivada de la segunda:

y=fx)g(x) =y = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

4. La derivada de un cociente es igual a la derivada de la primera funcién por la segunda sin derivar,
menos la primera funcién sin derivar por la derivada de la segunda; todo ello dividido por la
segunda funcién al cuadrado:

—
—~
=
SN—

y=1W f (X)g(Xg)(;)J;(X)g (%)
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Algunos ejemplos de calculo de derivadas

ey=V3x=y =3

3
=Vaxt+l=y =——-—ou
5¢/(3x+1)4
2 1 -6 —12
*Y=1 . Obsérvese que la funcién se puede escribir asi: y = 2— Entonces: y' = 2—- 7= T
5x—1 , 5(5x+1)—(5x—1)5 25x+5—-25x+5 10
5x+1 (5x+1) (5x +1) (5x+1)
ey 2 , 0(x—1)%-2-3(x—-1)2 —-6(x—-1)2 -6
R (x—1)° ERCEE
)= VB — =32V D 6x2-x5 5 ex’+5x 117 117VaS

_I_ — = =
2\/_ 2V VS 2V VAP 2x°
11x2vx5  11x% - 2%/x  1lxty/x
2 2 2
Esta derivada se podria haber hecho de otras dos formas distintas:

v Obsérvese que la funcién se puede escribir asi: y = x3Vx5 = x3 - ¥>/2 = x11/2_ Entonces

11 11 11 11x%
Y= 0= 0 = ot x = \/—

v' Laotra forma consiste en escr1b1r la func10n introduciendo x3 dentro del radical:

11 10 11 10 11 11 15 11 4
y = x>Vx5 = Vx!l . Entonces y’ = - Hx Vil Teevx | g

oo/l ¢t 2t 2
2x
L G | 1 O ,_ 3a
oY= . Utilizando que la derivada de esy — —>—= setienequey — — =
e ! A R T vy
2x 2
S B%xy/x . 3Yx 2
Vxt xyx 3xdx
1 2 2 2
P . 4s facil h 1 Y=~ — —2/3:>/:__ -5/3 _ _ _
ero quizds sea més facil hacerlo asi: y e X y 3x YT NG
1 10\/§(ﬁ—5) —5x
5 —-5) -5
oy = ox :>y’— (\/_ ) xzﬁ_ 2y/x 10\/—(\/}_ )_5x_
Ty = - 2 - 2 2 -
VE-s (Vx-5) (Vx-53) 2y/% (V% - 5)

10x (v/x —5) —=5xy/x  10xy/x —50x —5xy/x _ 5x/x—50x _ 5(y/x—10)

2 (Vx—5)7 2x(vx-57  2x(va-5)° 2(yx-5)
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oy—> Lot 2w @, 1 2 3 —a-2x-3
ST AT S e S x3 xt x*
1 1 1 1
También se puede hacer escribiendo y = p + = 23" ﬂ, y aplicando la regla de de-
L . ;218 — (R Fx+1)3x% 22 ((2x%+x) — (3x* +3x+3))
rivacion de un cociente: y' = v = v =
—x?—2x-3
A
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Lex—ﬁex

. _\/EZ> ;o 2yx et —2xe* e"(1-2x) 1-—2x
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R
/ 2 1 2 1
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x+1 , (x+2)—(x+1) x+1 2x -5  2x+2
— 2 — — 2 —5 . — —
*Y x+2(x ) =y ( (x +2)2 (2 )+x+2 (x+2)2  x+42
2x =5+ (2x+2)(x+2)  2x—5+2x>+4x+2x+4  2x>+8x—1
(x+2)? N (x+2)? o (42
1 1 Vx+3 o x
- 3) =y = 3) + 3 = —

Y= VRV == s (V) Vg = e ey
(\/E+3)\3/§+\3/E\/E_2\/E(\/E+3)+3\3/E\/§_\3/5(2\/E+6+3\/E) _ Vx(5V/x+6)
3x 2x 6x N 6x N 6x

. 2x 2x
. 1 .y (x2 = 2)? B (x2 —2)? Coxa2-2  x(x*-2) B
Y xZ—2 Y= ) 1 N 2 (2 =2)2 0 (x2-22yx2 -2
x2—2 x2—2
B x
(x2 —2)vx2 -2

o y=x*(x—2)" =y =2x(x —2)* + ¥?4(x — 2)® = 2x(x — 2)>(x — 2+ 2x) = 2x(x — 2)>(3x — 2)

. senx Xcosx —senx [ X  XCOSX—senx
/= sen x x2 ~ Vsenx 2x2
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[ Aplicaciones de las derivadas J

1. Monotonia. Extremos relativos

Definicién 1. Sea f una funcién real de variable real definida en un intervalo (a, b):
e fes estrictamente creciente en (a,b) siix <y = f(x) < f(y) Vx,y € R
e f es estrictamente decreciente en (a,b) si:x <y = f(x) > (y)Vx,y € R

15 O

)=~

L

(a) Creciente (b) Decreciente

Figura 1: Monotonia

Definicién 2. Sea f una funcién real de variable real definida en un intervalo (a,b) y xg € (a,b).
Sea tambiéne > 0y E = (x9 — €, xp + €), un entorno centrado en xj.

e Se dice que f alcanza en el punto xy un minimo relativo si f (xg)

<f
e Se dice que f alcanza en el punto xo un mdximo relativo si f (xog) > f(x),V x € E.

N4 )| E—

] N

=

(a) Minimo (b) Méaximo
Figura 2: Extremos relativos

Teorema 1. Sea f una funcion real de variable real definida en un intervalo (a,b). Entonces:

e Sif'(x) >0,V x € (a,b) = fes estrictamente creciente en el intervalo (a,b).
e Sif'(x) <0,Vx€ (ab) = fesestrictamente decreciente en el intervalo (a,b).

e Si f alcanza un mdximo o un minimo relativo en un punto xo € (a,b) = f' (x9) = 0.
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2. Curvatura. Puntos de inflexién

Definicién 3. Una funcién se dice convexa en un intervalo, si en dicho intervalo las tangentes
a la grafica quedan por debajo de la misma. En caso contrario se dice céncava. Si en un punto
determinado cambia la curvatura, es decir, a la izquierda del mismo la funcién es céncava y a la
derecha convexa, o al revés, dicho punto recibe el nombre de punto de inflexion.

(a) Convexa (b) Céncava

(c) Punto de inflexion

Figura 3: Curvatura y puntos de inflexién

Teorema 2. Sea f una funcion real de variable real definida en un intervalo (a,b). Entonces:
e Sif"(x)>0,Vxe(ab)=fesconvexaen el intervalo (a,b).
e Sif"(x) <0,Vxe€ (ab)=fescéncava en el intervalo (a,b).
e Si f tiene punto de inflexion en xy € (a,b) = f” (x9) = 0.
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Ejemplos del estudio de la monotonia, los extremos, la curvatura y
los puntos de inflexién de una funcién

1. Monotonia y extremos relativos
En la practica, para estudiar la monotonia y los extremos relativos de una funcién f, se procede
de la siguiente manera:

a) Se excluyen del estudio los siguientes puntos:
e Los puntos que no pertenecen al dominio de la funcién (puntos de discontinuidad de f,
que también lo son de f’, pues si una funcién no es continua en un punto tampoco es
derivable en el mismo).

e Los puntos en los que no esté definida f’ (el resto de puntos de discontinuidad de f”).

e Los puntos criticos de f, es decir, aquellos que hacen la derivada 0:
x € R tales que f'(x) = 0.

b) Se divide la recta real R en distintos intervalos, separados por los puntos anteriores. Es posi-
ble demostrar que en cada uno de estos intervalos el signo de f’ no cambia. Por tanto, segun
el Teorema 1, f es siempre estrictamente creciente, o estrictamente decreciente, en cada uno
de ellos.

¢) Teniendo en cuenta lo anterior, construimos una tabla donde las columnas seran dichos in-
tervalos y los puntos que los separan. Afiadimos una fila para los signos de f’ y otra para la
monotonia de f.

d) En los puntos que separan los intervalos, si no son puntos de discontinuidad de f, obser-
vamos la monotonia de f a la izquierda y a la derecha. Si hay cambio de estrictamente de-
creciente a estrictamente creciente, o de estrictamente creciente a estrictamente decreciente,
tendremos un maximo o un minimo relativo, respectivamente, en dicho punto.

x3

x2—1
El dominio de f esR — {—1, 1} (—1 y 1 anulan el denominador). La derivada de f es

Ejemplo 1: Estudiar la monotonia y los extremos relativos de la funcién f(x) =

g 3 (a2 —=1) —x%-2x xt 32
fO==—G 7 Ty

Es claro que los puntos de discontinuidad de f’ son los mismos que los de f (—1y 1 son otra vez
los ntimeros que anulan el denominador de f”).
Veamos los puntos que anulan la derivada:

2=0x=0
2—-3=0x=vV306x=—V3

x4 — 3x2

% 1)2=0<:>x4—3x220<:>x2(x2—3)=O<:>{
x_

Asi pues los puntos obtenidos para dividir la recta real son —1y 1 (que no pertenecian al dominio)
y estos tltimos: 0, v/3 —/3. Por tanto:

(00, —V3) | —V3 | (=v3,-1)|-1|(~1,0)|0|(0,1) [1|(L,V3)| 3 |(V3 +w)
f + 0 — - Jo| — |B] - 0 +

floott |madmo| L |3 4 |2 W o|F| W |minimo| 11
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Los signos se han obtenido dando un valor cualquiera a f’ dentro del intervalo. Por ejemplo, para

(—oo, — \/§> , tomamos, por ejemplo, x = —2 y evaluamos la derivada en este punto:

—2)*—3(-2)* 16-12 4
f’(—z):( it 2) = =_->0
(-2p-17 9 9
Obsérvese que el signo del denominador, al ser un cuadrado, sera siempre positivo. Por tanto
bastaria con estudiar, en este caso, el signo del numerador. Hay que destacar que lo importante
no es resultado en si, sino su signo.

Por tanto f es estrictamente creciente en (—oo, — \/5) U <\/§, —|—oo> , V es estrictamente decreciente
en (—\/§, —1) U(—1,0)U(0,1).
En xo = —+/3 la funcién cambia de ser estrictamente creciente a ser estrictamente decreciente,

(-v3) v

por lo que xp = —+/3 es un maximo relativo. Como f (—\/§> = = , las

SO

_3\/§
— |

En xg = \/§ la funcién cambia de ser estrictamente decreciente a ser estrictamente creciente, por

()" ava

a1

coordenadas del maximo relativo son (— V3,

, las coordenadas

lo que xgp = —+/3 es un minimo relativo. Como f (\@) =

3v/3

|

Obsérvese que, excluyendo los puntos de discontinuidad de la funcién, queda un punto xy = 0,
en el que no cambia la monotonia de la funcién. En estos casos lo que ocurre es que xg es un punto
de inflexién de la funcién.

del minimo relativo son | v/3,

2. Curvatura y puntos de inflexion
El estudio de la curvatura y de los puntos de inflexién de una funcién f es similar al de la mono-
tonia y los extremos relativos. Dividimos la recta real R en intervalos. En este caso los puntos que
se excluyen, y que separaran cada uno de los intervalos, son los puntos de discontinuidad de f,
f'y f", asi como los puntos que anulan la segunda derivada. Es posible demostrar que en estos
intervalos el signo de f” no cambia.

A continuacién, como en el caso de la monotonia, se construye una tabla donde las columnas
seran dichos intervalos y los puntos que los separan. Afiadimos una fila para los signos de " y
otra para la curvatura de f.

Finalmente, en los puntos que separan los intervalos, si no son puntos de discontinuidad de f,
observamos la curvatura de f a la izquierda y a la derecha. Si ha cambio de convexa a concava o
de céncava a convexa, tendremos un punto de inflexién en dicho punto.

X

x2—1

3
Ejemplo 2: Estudiar la curvatura de la funcién del Ejemplo 1, f(x) =

Usando los resultados obtenidos en el Ejemplo 1, tenemos:

ey _ (420 —6x) (2 —1)" = (x* =322 2(x2 — 1) 2
f(x) = 1) =
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(x*—1) [(4x° —6x) (x* —1) —4dx (x* —3x2)]  4x® — 423 — 623 + 6x — 4x® + 1243
(2 —1)° - (2 —1)°
228 46x 2x(x2+3)
S (2-1) (2-1)
Los puntos de discontinuidad vuelven a ser —1 y 1. Veamos dénde se anula la segunda derivada:

2x (x* 43 2r=0&x=0
f”(x)zo(:»#@zx(xzw):o@ ST | 5
(x2—-1)"=0 x“+3 =0, que no tiene solucién

La tabla que resulta ahora es la siguiente:

(—oo,—1) | =1 | (—1,0) 0 (0,1) | 1| (1,+0)
£ - 4 + 0 - |3+
concava 39 convexa | punto de inflexién | concava ﬂ convexa
P

Por tanto f es convexa en (—1,0) U (1, +00) y concava en (—oo, —1) U (0,1)
En xp = 0 la funcién pasa de ser convexa a concava, luego xp = 0 es un punto de inflexién. Como
f(0) = 0, las coordenadas del punto de inflexién son (0, 0).

Con el estudio realizado en los ejemplos anteriores y teniendo en cuenta que x = —1y x = 1 son
sendas asintotas verticales, podemos realizar las representacion grafica de la funcién:

8

-4

Figura 4: Grafica de la funcién
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Ejercicios

1. Calcula las derivadas de las siguientes funciones y simplifica el resultado todo lo posible.

1) y=x3+2x
1 1 1
4) y:;+p+g

1
7) }/ZX\B'/F+7X+3—2

VX
2 2
10) y=1+-—-—
Jy=1+" 2
1 1
13)]/:L—L—§x—x2—3x3
2

19) y = V3 + V2

3

2) y:x—;—zx
X —\X

25) y = 2+£

28) y= (x*+3x —1)(2x3 - 1)

31) y:1:/§/§
34) y = 3xsenx +4
37) y:exe;l—l
40) y:%
43) y:ﬁ
46) y:x+x1
5 y=vVx2 -1
55) y:(x:r—z)Z
58) y = +/senx

2) y=(x+2)?

5) y = (x+2/x)?

2x2  4x 1

8 = — _ =
)y 3 + 5 g
1 3

11 vy= — — 2
A RN

14) y =2/x+ J/x

3
X

20) y = 3x(x* —2)
X

+_

1
23)y:§ 5

26) y=(x*—x+1)e*

2x +1
Y=o
ex
2) y=—
32) y .
35) y:se;zx
38) y = xsenx

41) y = 2xe* +x2

44) y = (x° —3x) (l)

x2

(ii;) (2x —5)

50) y = x*>senx

47) y =

1
vVx—+1
56) y =24 — x2

53) y =

1
59) y= —
)y xsen

3) y=x>-5
6) y =3Vx3+2/x+ Vax
9) y =2x3+ 9x?

12) y=2x*—-3x2 +1

15) y = x2V/x8
Inx 2
18) Yy T‘l‘;

21) y = (2 — 6x)?

24) y=Yx+V3

3

27) y:%

30y = x3—x1 +x22f1
33) y:iii
36) y = iti
39) y:i;“_ri

42) y = Inxsenx

x> +3x+2
PY=Tay
x+1
4 S
8y X2 4+2x+2
51) y = COSs X
1 2
54) y = <x_3)
57) R
4 Vx?2—3x+4
60) y = COS X
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2. Realiza un estudio completo de las funciones que se dan a continuacién: dominio, puntos de corte
con los ejes, asintotas, continuidad, monotonia, extremos relativos, curvatura, puntos de inflexién

y representacion gréfica:

a) f(x):x?’z— 39x b) f(x) =x° —|—23x21+4
b x- +
c) f(x) = =2 d) f(x) = o+t
X — 3 —
e) f(x)zm f) f(x):xg—_%
g) f(x)zx;i’ ) f(x):;irl
) fl =G40 D)= 5
1—x 9
k) f(x) = 3624—_1_21 ) f(x)= x2—|—?
m) f(x)=xz—gjr3 n) f(x) =x—=
~ x? —x x2 —2x+2
i) f(x) = o 0) flx) = ———7—

3. Suponiendo que el rendimiento (R) en % de un estudiante en una hora de examen viene dado por
R(t) = 300t(1 —t) siendo 0 < t < 1 (tiempo en horas), se pide:
a) Representar graficamente la funcién R(t).
b) Indicar cudindo aumenta y disminuye el rendimiento. ;Cudndo se hace cero?

c) ¢(Cuando es méximo el rendimiento y cuél es?

4. El coeficiente de elasticidad de un producto, en funcién de la temperatura (t) en grados centigra-
2

dos, viene definido por la funcién: E(t) = Co 2t +10.
a) ;A qué temperatura o temperaturas se obtiene una elasticidad de 2?
b) Calcular el valor de la temperatura para la que la elasticidad es minima.

c) Calcular ese minimo.

5. La cotizacién de las acciones de una determinada sociedad, suponiendo que la Bolsa funciona
todos los dias de un mes de 30 dias, responde a la siguiente ley: C = x3 — 45x2 + 243x + 30000,
siendo x el nimero de dias.

a) ¢Cudl ha sido la cotizacién en Bolsa el dia 2?

b) Determina los dias en que alcanza las cotizaciones maxima y minima.

c) Calcula esas cotizaciones maxima y minima.



